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摘 要 　 天元术是金元时代人们创造的设未知数列方程的方法，是宋元数学高潮的标志性成就之一．元代祖
颐在《四元玉鉴后序》中关于天元术发展史的文字谈的实际上是关于天元术的史前史．元裕给刘如谐的《如积释锁》
撰细草，才产生天元术．李冶的《测圆海镜》、《益古演段》是现存最早的使用天元术的著作．实际上，在这两部著作
中，天元术是作为一种成熟的数学方法被使用的．《测圆海镜》既不是关于天元术的专门著作，《益古演段》也不是为
普及天元术而写的．学术界经常将天元式误认为是方程．实际上，天元式是现今的多项式，经过“如积相消”得出的
开方式即一元方程，在一次项旁是不标“元”字的．
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１　 关于天元术的历史
关于天元术发展史的一段经典文字是元祖颐在
《四元玉鉴后序》中写的．他说［１］：
平阳蒋周撰《益古》，博陆李文一撰
《照胆》，鹿泉石信道撰《钤经》，平水刘汝
谐撰《如积释锁》，绛人元裕细草之，后人
始知有天元也．
祖颐的描述应该是天元术的史前史．所提到
的各位作者的生平均不详，著作均不存．平阳即今
山西临汾，博陆即今河北蠡县，鹿泉即今河北获
鹿，平水即今山西新绛，绛即今山西曲沃，这些地
方都在太行山两侧．元裕与李冶的好友元好问
（１１９０－１２５７）是不是同一个人，自清中叶以来学
术界即有不同看法．元好问，字裕之，秀容（今山西
省忻州）人．罗士琳认为元裕即元好问，故将祖颐
涉及到元裕的这句话改为“元裕之细草”．我们认
为元裕不是元裕之．他们不仅一个是晋南，一个是
晋北，籍贯不同，而且不考虑罗士琳的误改，则名
字各异，更重要的是，元裕之与李冶同为“龙山三
老”，活动在天元术成熟的时代，而元裕则是天元
术的初创者．《益古》即《益古集》，又称《益古算
法》，已佚，因成为李冶使用天元术著《益古演段》
的母本而部分保存在李冶该书中．《钤经》亦已佚，
个别题目保存在李冶的《测圆海镜》中．《照胆》和
《如积释锁》及其细草则没有留下任何只言片语．
奇怪地是，祖颐在这里没有提到通晓天元术的
大数学家李冶．
李冶的《测圆海镜》、《益古演段》不仅是流传至
今的以天元术为主要方法的最早的数学著作，而且
他的《敬斋古今黈》卷一还记述了天元术早期发展
的某些宝贵资料．他说［２］：
予至东平，得一算经，大概多明如积之
术．以十九字志其上下层数．曰：仙、明、霄、
汉、垒、层、高、上、天、人、地、下、低、减、落、
逝、泉、暗、鬼．此盖以人为太极，而以天、地
各自为元而陟降之．其说虽若肤浅，而其理
颇为易晓．予遍观诸家如积图式，皆以天元
在上，乘则升之，除则降之．独太原彭泽彦
材法，立天元在下．凡今之印本《复轨》等
书，俱下置天元者，悉踵习彦材法耳．彦材
在数学中亦入域之贤也．而立法与古相反
者，其意以为天本在上，动则不可复上．而
必置于下，动则徐上，亦犹易卦乾在下，坤
在上，二气相交而为太也．故以乘则降之，
除则升之．求地元则反是．
如果说祖颐的文字给出了天元术发展史前各种
著作及其作者的嬗递脉络的话，那么李冶的这段文
字则大体描述了天元术在其发展的初期的表示方法
的演变概况．
从李冶的话可以看出，天元术是在道家或道教
思想的影响下产生与发展的．天元术最早不是以一
个字“元”表示未知数的，而是自上而下以仙、明、
霄、汉等９个符号来表示未知数的正幂，以逝、泉、
暗、鬼等９个符号来表示未知数的负幂．盖建民《道
教科学思想发凡》认为这明显受到道教的影响，带
有浓厚的道教色彩．有学者认为，这种表达方式暗示
着道教数学在本质上的宇宙图式功能，是道教对宇
宙结构的数学表达①．由于整个中国传统数学没有
产生高达十七八次的多项式，也没有这么高的次数
的方程，这种看法有一定的道理．
后来人们简化天元术的表示，只用一个符号“天
元”并借助于位值制表示未知数的正幂，用“地元”
表示未知数的负幂．并且皆采取天元在上，地元在下
的方式．
彭泽彦材也是对天元术有突出贡献的当时知名
的数学家，他受《周易》八卦“乾在下，坤在上，二气
相交而为太”［３］思想的影响，颠倒天元和地元的位
置，将正幂置于下，将负幂置于上．《周易》是道家思
想的主要源泉之一．已经失传的《复轨》等著作采取
彦材法．
再后来，人们取消了表示未知数的负幂的地元，
只用“天元”，借助于位值制既可表示未知数的正幂，
又可表示未知数的负幂，还可以表示常数项．开始仍
采取正幂在上，负幂在下，沙克什的《河防通议》就
是采用这种方式，应该源于１３世纪初之前的金都水
监本．这就是李冶在《测圆海镜》中所使用者．不久，
人们又将其颠倒过来，采取正幂在下，负幂在上的方
式，这就是李冶的《益古演段》、王恂和郭守敬的《授
时历草》、朱世杰的《算学启蒙》和《四元玉鉴》等所
采用者，应该是天元式的标准表示方式．
这里有几个问题值得注意．首先，李冶本人和他
谈到的洞渊，东平算经，彭泽彦材法，《复轨》等人或
著作，在祖颐的文字中没有任何踪影．祖颐提到的
《益古》、《钤经》，李冶在《益古演段》、《测圆海镜》中
分别有引用．
其次，祖颐说元裕给刘如谐的《如积释锁》撰细
草，“后人始知有天元”．换言之，在元裕之前的《益
古》、《照胆》、《钤经》、《如积释锁》等著作中没有天
元术．这涉及到如何解读《测圆海镜》中关于《钤经》
等著作的文字问题．
另外，李冶在天元术发展、完善过程中起了什么
作用．李冶说，在人们还用“天元”、“地元”分别表示
一个多项式的正幂和负幂时，彭泽彦材就将正幂在
上，负幂在下颠倒成正幂在下，负幂在上．可是，李冶
在《测圆海镜》中只使用“天元”，却仍然是正幂在
上，负幂在下．这说明天元术发展的进程在各位数学
家那里不是同步的．那么，是谁取消了“地元”？梅荣
照说：“李冶对天元式表示法的主要贡献是：他在《测
圆海镜细草》中取消了用地元表示负数次幂，只用
一个天元，并采用正数次幂在上，常数与负数次幂在
下的排列顺序．”［４］应该说，由于天元术发展早期的
全部著作皆已亡佚，而《测圆海镜》不是关于天元术
的专门著作，只是以天元术为主要方法的著作，李冶
在《测圆海镜》中首先取消地元，还是一种猜测．准
确的说法是：《测圆海镜》是现存最早的只使用天
元，不再使用地元表示未知数负幂的数学著作．《河
防通议》中记载的天元术应该早于《测圆海镜》［５］．
２　《测圆海镜》所引《钤经》与洞渊的内容
石信道《钤经》与洞渊算书早已亡佚．《测圆海
镜》引用了它们的某些片段．关于这些片段内容的
界定涉及到如何定位石信道、洞渊与天元术的关系．
许多学者认为有关题目中的某些“草”分别是《钤
经》与洞渊测圆门的，因此《钤经》与洞渊都通晓天
元术．我们认为这个问题值得进一步探讨．关于这两
部分内容的运算，李俨说之甚详［６］．在这里，我们只
是引出李冶《测圆海镜》的文字，并作简单的分析．
２．１　 石信道的《钤经》
《测圆海镜》卷七“明叀前”第２问提到石信道
《钤经》．此题是［７］：
或问：丙出南门直行一百三十五步而
立，甲出东门直行一十六步见之．问荅同前．
法曰：以丙行步一百三十五再自之，得
二百四十六万〇三百七十五，于上．又以甲
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行一十六乘丙行幂一万八千二百二十五，得
二十九万一千六百；以乘上位，得七千一百
七十四亿四千五百三十五万，为三乘方实．
以二行步相乘，又倍之，得四千三百二十；以
乘丙行步，再自之，数得一百六亿二千八百
八十二万，为益从．第一廉空．以甲行乘丙行
幂，得二十九万一千六百；又倍之，得五十八
万三千二百，于上；四之甲行幂一千〇二十
四，以乘丙行步，得一十三万八千二百四十；
减上位，余四十四万四千九百六十，为第二
廉．二行步相乘，得二千一百六十为虚常法．
得丙行步上勾弦差八十一．
草曰①：识别：二数相并，得一百五十
一．以减于皇极弦，余一百三十八，即虚勾、
虚股并也．若以二数相减，余一百一十九，为
高弦内减平弦，又为皇极弦内少个小差弦，
又为大差弦内减个皇极弦也．　 立天元一
为丙行大差数．置丙行步一百三十五，自
乘，得１８２２５，用天元除之 　　０太［ ］１８２２５ ，为勾
弦并也．上减天元，得
　－１
　　０太［ ］１８２２５ ，为二丙勾
也．复用丙南行乘之，得
　－１３５
　　　０太［ ］２４６０３７５ ，为二
积也．又以天元除之，得
　　　０元
　－１３５
　　　０
熿
燀
燄
燅２４６０３７５
，为丙
勾外容圆半．泛寄．别置丙南行，用二甲勾乘
之，得［４３２０太］，合用二丙勾除之，不受除，
便以此为甲股．内寄二丙勾为分母．复用二甲勾
三十二乘之，得［１３８２４０太］，为二个甲直积
也．又置丙南行，内减天元，得 －１元［ ］１３５ ，为
黄方．以自乘，得
　　１
－２７０元［ ］１８２２５ ，为丙上勾弦差
乘股弦差二段．以天元除之，得
　　１元
－２７０［ ］１８２２５ ，
为两个丙小差也．乃用甲股乘之，得下式
　　４３２０
１１６６４００太［ ］７８７３２０００ ， 复 用 丙 南 行 除 之， 得
　　３２元
－８６４０［ ］５８３２００ ．又折半，得下式
　　１６元
－４３２０［ ］２９１６００ ．为
一个甲步股弦差也．内亦带前二丙勾分母②．复
置二个甲直积，内已寄此．甲股弦差分母便
为甲步股外容圆半．寄左．乃再置先求到泛
寄， 用 甲 股 弦 差 分 母 乘 之， 得
　 －２１６０元
５８３２００
０
－１０６２８８２００００
　
熿
燀
燄
燅７１７４４５３５０００
，为同数．与左相消，得下
式
　 －２１６０
４４４９６０
０
－１０６２８８２００００
　
熿
燀
燄
燅７１７４４５３５０００
．开三乘方，得八十一步，即
丙步上勾弦差也．
《钤经》载此法：以勾弦差率幂减丙行
差幂，复以丙行乘之，为实．以差率幂为法，
如法得径．此法只是以勾外求圆半，合以大
差除倍积．而今皆以大差幂为分母也．依法
求之，勾弦差八十一．自之，得六千五百六
十一．以减于丙行幂一万八千二百二十五，
余一万一千六百六十四．复以丙行一百三
十五乘之，得一百五十七万四千六百四十，
为实．以大差幂六千五百六十一为法，如
法，得二百四十步，即城径也．
后面还有“又法”，略．如图１，这是已知
ｂ１１ ＝１３５，　ａ１２ ＝１６，
求圆径ｄ．
图１　 圆城图式
其法给出了以ｃ１１－ａ１１为未知数ｘ的四次方程
－ａ１２ｂ１１ｘ４＋（２ａ１２ｂ２１１－４ａ２１２ｂ１１）ｘ３－
２ａ１２ｂ４１１ｘ＋ａ１２ｂ５１１ ＝０，
此即
－２１６０ｘ４＋４４４９６０ｘ３－１０６２８８２００００ｘ＋
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①
②
其中的算式，原文用算筹数字表示，为读者阅读方便计，这里改为
阿拉伯数字，下同．
原刻本误作大字，今根据前后体例改作小字．
７１７４４５３５００００＝０．
实际上消去ａ１２ｂ１１，便成为
－ｘ４＋２（ｂ１１－２ａ１２）ｘ３－２ｂ３１１ｘ＋ｂ４１１ ＝０．
其草给出了使用天元术推导方程的细草．
问题在于如何理解李冶说的“《钤经》载此法”．
李冶指出，《钤经》以公式
ｄ＝
［ｂ２１１－（ｃ１１－ａ１１）２］ｂ１１
（ｃ１１－ａ１１）２
求圆径．那么，《测圆海镜》该题的“法”的其它部分
与“草”中，有没有《钤经》的内容呢？
有的学者“怀疑这整个方法是取自《钤经》
的”［４］，就是说，怀疑此问的“法”与“草”都是《钤经》
的．其根据一是此“草”开头列出了几条“识别杂记”
的命题，接着却立天元一为丙行勾弦差，此及其下面
的运算与这几条命题毫不相干．二是在求得丙行勾
弦差之后，可以直接代入勾外容圆半公式求圆径，此
处没有这样做，却用《钤经》的方法．还认为，“《钤
经》在解决这个问题时，主要是用几何方法．只有当
式中的ｃ１１－ａ１１ 不能用几何方法计算的时候，才应
用天元术”［４］．
中国数学史界多同意这种看法，只不过有人将
这里的“怀疑”换成肯定的口气［８］．
我们认为这个问题还没有解决．按照祖颐在为
朱世杰的《四元玉鉴》所作的《后序》中的说法，元裕
给《如积释锁》作细草，是天元术之始．《钤经》在元
裕之前，不会有明确的天元术．祖颐的记述应该得到
朱世杰的首肯．朱世杰对天元术造诣极深，又是宋元
时期水平最高的数学家，他首肯的东西，应该是可信
的．换言之，《钤经》中会有方程的造术，但是不会有
使用天元术的内容．李冶也没有说该法的“草”是引
自《钤经》的．传本《测圆海镜》是清刻本，其中“《钤
经》引此法”与“草”接排，是不是遵循原著，不得而
知．但是，人们将“此法”理解成上面的“法”与“草”．
实际上，在《测圆海镜》中，“法”或者是前人的，或者
是李冶的，但“草”肯定是李冶的．“草”是李冶对洞
渊九容“日夕玩绎”的结果，正因为有了“草”，才会
使“向之病我者”，“爆然落去”［９］．因此，此问中的
“草”是李冶的，其前的“法”应该是《钤经》的，或者
是《钤经》与洞渊测圆门共有的．
２．２　 洞渊的测圆问题
《测圆海镜》卷十一第１８题引用了洞渊①测圆
门的片段．许多学者认为，洞渊已能用天元术解决比
较复杂的问题了．为了探讨这个问题，我们先看看这
个题目［７］：
或问：出北门一十五步，折而东行二百
八步有树，出西门八步，折而南行四百九十
五步见之．问荅同前．
法曰：先置南行步，内减一东二西并
步，余二百七十一，为前泛率．次并一南二
北，内减东行步，余三百一十七，为中泛率．
次并东西步，以南行步乘之，于上位；又以
西行乘南北，并得数，减上位，余一十万二
千八百四十，为后泛率．乃以后泛率自乘，
得一百五亿七千六百六万五千六百，为三
乘方实．以前、中二泛相减，余四十六，以乘
后泛数，为从．前、中二泛相乘，得八万五千
九百〇七，加入二之后泛数，共得二十九万
一千五百八十七，于上位；又倍东西并②，
以乘南北并，得二十二万三百二十，加上
位，通得五十一万一千九百七为第一廉．二
之南北并，加入二之东西并③，得一千四百
五十二，于上位；又以前、中二泛相减，余四
十六，减上位，余一千四百六，为第二廉．一
步常法，得半径．
草曰：立天元一为半城径，加入东行西
行并得 　１元［ ］２１６ ，为大勾也．又置天元，加入
南行北行并，得 　１元［ ］５１０ ，为大股也．置西行
八步，以大股乘之得下式 　 ８元［ ］４０８０ ．合以大
勾除之．不除，寄为母，便以此为股尖也．置
南行四百九十五步，减天元，得 －１元［ ］４９５ ．
用分母大勾乘之．乘讫，得下式
　 －１
２７９元［ ］１０６９２０ ．
内减了股尖，余
　 －１
２７１元［ ］１０２８４０ ，为小股也．内带
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①
②
③
洞渊是道教中的一个通数学的流派．
　　“又倍东西并”原刻本讹作“又并东西行”，依李鋭校正．
　　“二之南北并，加入二之东西并”原刻本讹作“二之前泛数，
　　 加入四之东西并”，依李鋭校正．
大勾分母．置小股，合以大勾乘了，复以大股
除之，为小勾．今为小股内已有大勾为母，
更不须乘，只以小股
　 －１
２７１元［ ］１０２８４０ 便为小勾
也．内带大股为母．小勾小股相乘，得数为一个
小勾股相乘直积，内带大勾股相乘直积为
分母也．乃以半城径即天元也．除之，为一个
弦较和也
　 １
－５４２
－１３２２３９
５５７３９２８０太
熿
燀
燄
燅１０５７６０６５６００
．此法本取勾外容
圆，合以弦较和除二积，为勾外所容之圆．
今用半天元圆径除一个积，则却得一个弦
较和也．内依旧带大积分母也．寄左．然后再
置小股
　 －１
２７１元［ ］１０２８４０ ，合用大积乘之，缘内已
带大勾分母．今只用大股 　１元［ ］５１０ 乘之，得
　 －１
－２３９
２４１０５０
５２４４８４００
熿
燀
燄
燅太
，为大积所乘小股，于上．再置
小勾，合用大积乘之，缘内已带大股分母，
合只用大勾 　１元［ ］２１６ 乘之，得
　 －１
５５
　１６１３７６元
熿
燀
燄
燅２２２１３４４０
，
为大积所乘之小勾也．以此小勾减上小股，
得
　 －２９４
７９６７４
３０２３４９６０［ ］太 ，即带分小较也．又二因小
较，得此下式
　 －５８８
１５９３４８元［ ］６０５６９９２０ 为带分二较也．
又以大勾股直积
　 １
７２６
１１０１６０［ ］太 乘二之天元半
圆经，得
　 ２
１４５２
２２０３２０
０
熿
燀
燄
燅太
，为一个带分弦较较也．
弦较较乘弦较和为二直积．既以圆径除二直积，为弦较
和，则是圆径为弦较较也．今又为半天元圆径除一积为
弦较和，故倍天元半径作一个弦较较也．遂将此弦较
较加入前二较，得
　 ２
８６４
３７９６６８元
熿
燀
燄
燅６０４６９９２０
，亦为一个
弦 较 和 也． 与 寄 左 相 消， 得 下 式
　 －１
－１４０６
－５１１９０７
－４７３０６４０太
熿
燀
燄
燅１０５７６０６４６００
．开三乘方，得一百二十步，
即半城径也，合问．
又法：此问系是《洞渊》测圆门第一十
三，前答亦依洞渊细草，用勾外容圆术，以
如于弦较和．然其数烦碎宛转费力．今别草
一法，其廉、从与前不殊，而中间段络径捷
明白．方之前术，极为省易，学者当自知也．
　 立天元为半径，副之．上并，加东西行，
得 　 １元［ ］２１６０ ，为通勾率．下并，加南北行，得
　１元［ ］５１０ ，为通股率，乃置西行八步，以通股
乘之，得下 　 ８元［ ］４０８０ ．合通勾除，不除，寄为
母，便以此为南小股也．又置南行四百九十
五步，内减天元，得 －１元［ ］４９５ ．用通勾乘之，
得
　 －１
２７９元［ ］１０６９２０ ．内减了南小股，余下式
　 －１
２７１元［ ］１０２８４０ ，为股圆差也．内带通勾分母①．又置
北行一十五步，以通勾乘之，得 　１５元［ ］３２４０ ．
合通股除，不除，寄为母，便以此为北小勾
也．又置东行二百八步，内减天元，得
－１元［ ］２０８ ．用通股乘之，得
　 －１
－３０２元［ ］１０６０８０ ．内减
了北小勾，余
　 －１
－３１７元［ ］１０２８４０ ，为勾圆差也．内带
通勾 分 母． 乃 以 二 差 相 乘， 得 下 式
　 １
４６
－２９１５８７元
－４６３０６４０
熿
燀
燄
燅１０５７６０６５６００
，为半段圆径幂也．内带通积
为母②，寄 左．然后以通勾通股相乘，得
　 １
７２６元［ ］１１０１６０ ．以天元幂乘之，得
　 １
７２６
１１０１６０［ ］元 ．
又倍之，得下式
　 ２
１４５２
２２０３２０［ ］元 ，为同数．与左相
消，所得廉、从一与前同．合问．
这是求圆城半径，设为ｘ．如图２，已知出西门、
出北门、折而东行和折而南行分别为
ａ＝８，　ｂ″＝１５，
ａ２＋ａ″＝２０８，　ｂ１＋ｂ＝４９５，
那么
ａ′＝ｘ＋ａ２＋ａ″＋ａ＝
ｘ＋２０８＋８＝ｘ＋２１６，
ｂ′＝ｘ＋ｂ１＋ｂ″＋ｂ＝
４２１ 高 等 数 学 研 究 ２０１３年７月
①
②
“内带通勾分母”，清刻本作大字，依下文改作小字．
“内带通积为母”，清刻本作大字，依上文改作小字．
ｘ＋４９５＋１５＝ｘ＋５１０，
ｂ＝ａｂ′ａ′ ＝
８（ｘ＋５１０）
ｘ＋２１６
．
图２　 洞渊测圆图
接着，由勾外容圆公式，得到同等于ｃ７＋ｂ７－ａ７
的两个天元式
１
（ｘ＋５１０）（ｘ＋２１６ （）ｘ３－５４２ｘ２－
１３２２３９ｘ＋５５７３９２８０＋１０５７６０６５６００）ｘ ，
２ｘ３＋８６４ｘ２＋３７９６６８ｘ＋６０４６９９２０
（ｘ＋２１６）（ｘ＋５１０）
，
将以上两式如积相消，得
ｘ３－５４２ｘ２－１３２２３９ｘ＋５５７３９２８０＋
１０５７６０６５６００
ｘ ＝
２ｘ３＋８６４ｘ２＋３７９６６８ｘ＋６０４６９９２０，
整理成
－ｘ４－１４０６ｘ３－５１１９０７ｘ２－
４７３０６４０ｘ＋１０５７６０６５６００＝０．
清中叶四库馆臣首先注意到这个问题中提到洞
渊测圆门，并说李冶“于此问又明其为洞渊测圆门第
十三题”［１０］．清末刘岳云《算学丛话》进而发现《测圆
海镜》卷十一第１７，１８二问属于同类，他说：“依《海
镜》理，出西门北门不得有行步，而卷十一后二问
（按：即第１７，１８问），出北门行十五步，出西门行八
步．详书意，盖于本勾股形外展大其勾股，勾为三百
四十三，股为六百二十三，其八与十五即距城之数，
为小勾股率．书中引为洞渊测圆门第十三题，然则洞
渊之书，以圆内圆外互求，而九容乃其一端耳．”［１１］
李俨则认为：“李冶《测圆海镜》卷十一后二问和全
书体例不同，疑并出于洞渊．”他将此二问的有关部
分归于“洞渊的测圆术”．但是认为第１８问的“又法”
主要指下面的草，“为李冶所作”［６］．后来学术界基本
上沿袭李俨的说法．但有的学者引用第１８问时，却
有意无意不引“又法”二字［８］，给读者造成紧接“又
法”的“此”自然是指“又法”前面的全部内容，即不
仅“法”，而且“草”也是洞渊所作的错觉．
此问是洞渊测圆门第１３问是没有疑问的．问题
在于，洞渊的“此问”含有哪些内容？我们认为，这里
的“此问”含有题设、答案和“法”三种内容，不应该
含有“草”．我们知道，自《海岛算经》起，一直到北宋
的《益古集》、《议古根源》等数学原著，都有“术”或
“法”，而没有“细草”．为之作“细草”的是后人．没有
证据显示洞渊测圆门与其他著作不同．因此，此问中
的“法”自然是洞渊的，李冶指出其关键是“用勾外
容圆术，以如于弦较和”．而“草”则不然．李冶说的
“亦依洞渊细草”不是说这是洞渊的“细草”，而是说
李冶依洞渊的“法”作的“细草”．将“法”之后的“草”
说成是洞渊的，根据似不足．“又法”及其“草”自然
是李冶所撰，李俨的看法是对的．其中应该表述的
“实”、“第一廉”、“第二廉”、“常法”等则在下面的
“草”展现，“又法”中没有赘述．
总之，从李冶的文字中看不出石信道与洞渊通
晓天元术［１２］．
３　 天元式的表示法
作为设未知数列方程的方法，天元术含有两项
必须的内容，一是立天元一为某某，相当于现今之设
未知数某某为ｘ．二是列出开方式，这就是根据问题
的条件，先列出一个天元多项式，寄左；然后再列出
一个与“寄左”者等价的天元多项式，作为“同数”；
最后，两者如积相消，得到一个开方式，即现今之一
元方程．
天元式的表示分幂次高低的排列和“元”或
“太”的使用等方面．
前已指出，在最初，比如东平算经，天元术中的
天元多项式用十九个汉字表示常数项和未知数的各
幂次，正次幂在上，负次幂在下．后来简化成以“太”
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即“太极”表示常数项，天元在上，地元在下，分别通
过与天元、地元的相对位置表示未知数的正次幂和
负次幂，称为古法．彦材法则颠倒了天元、地元的位
置．李冶或其前的某人取消了地元，只用一个汉字
“太”标出常数项，或用“元”（即天元）标出未知数的
一次项，其他各项的幂次完全由其与“太”或“元”的
相对位置决定．起初仍采取未知数的正幂在上，负幂
在下的方式，这就是《河防通议》、《测圆海镜》中使
用的方法．后来李冶在《益古演段》中又借鉴彦材
法，采取高次幂在下，低次幂在上的方式，遂成为１３
世纪下半叶、１４世纪初的通用方式．其演变过程如
图３所示．
ｘ９ 仙
ｘ８ 明

ｘ 天
Ａ 人
ｘ－１地

ｘ－８暗
ｘ－９鬼
东平算经
　
　

ｘ２ 　
ｘ 天
Ａ 太
ｘ－１地
ｘ－２　

　
古法
　
　

ｘ－２　
ｘ－１地
Ａ 太
ｘ１ 天
ｘ２ 　

　
彦材法
　
　 　
 
ｘ２ 　 ｘ２ 　
ｘ 　 ｘ 元
Ａ 太 Ａ 　
ｘ－１　 ｘ－１　
ｘ－２　 ｘ－２　
 
　 　
测圆海镜
　
　 　
 
ｘ－２　 ｘ－２　
ｘ－１　 ｘ－１　
Ａ 太 Ａ 　
ｘ 　 ｘ 元
ｘ２ 　 ｘ２ 　
 
　 　
益古演段
图３　 天元术的表示法
比如《测圆海镜》卷三第５问［７］“草”中的天元式
　　１４４
　 ５１８４元［ ］２４８８３２０ 表示多项式１４４ｘ２＋５１８４ｘ＋２４８８３２０．
《益古演段》第１问［１３］中的天元式
１６００太
　８０［ ］０２５ 表示多项
式０．２５ｘ２＋８０ｘ＋１６００．
有时在天元式中不标出“元”字或“太”字．如
《益古演段》卷中第３９问［１３］有一天元式是
３７８０
２２８［ ］１ ，表
示多项式ｘ２＋２２８ｘ＋３７８０．在《算学启蒙》中，几乎
所有的天元式都不标出“太”或“元”字．如卷下“开
方释锁门”第３１问［１４］：
今有圆锥积三千七十二尺，只云：高为
实，立方开之，得数不及下周六十一尺．问：
下周及高各几何？
术曰：立天元一为开立方数［］０１ ，再自
乘为高也：熿
燀
燄
燅
０
０
０
１
．再列开立方数，加不及，
为下周也：
６１
１［ ］　 ．自之，又高乘之，为三十六
段积：
　 ０
　 ０
　 ０
３７２１
１２２
熿
燀
燄
燅１
，寄左．列积，三十六乘之．与
寄左相消，得开方式：
－１１０５９２
０
０
３７２１
１２２
熿
燀
燄
燅１
，四乘方开
之，得三尺，为开立方之数．
前四个天元式都没有标出“太”或“元”，它们依
次是ｘ，ｘ３，ｘ＋６１，３７２１ｘ３＋１２２ｘ４＋ｘ５．
值得强调地是，天元式是指多项式或单项式，而
不是指开方式［１５］．许多数学史著述将开方式称为天
元式，甚至称为“天元开方式”［８］，说“天元开方式”
就是一元高次方程，还说现今代数学的一元高次方
程ａ１ｘｎ＋ａ２ｘｎ－１＋…＋ａｎ ＝０古代写为
ａｎ　
ａｎ－１ 元
　
ａ２　
ａ１　
　　 或 　　
ａｎ 太
ａｎ－１　
　
ａ２　
ａ１　
．
这是不恰当的．“天元开方式”是作者因误解而杜撰
的，李冶、朱世杰没有这种说法．一般说来，在天元术
中，经过如积相消，得出的开方式不再标以“太”或
“元”．如《测圆海镜》卷三第５问之“草”［７］的开方式
即表示成
　 １
－３３６
４１８４
熿
燀
燄
燅２４８８３２０
，它表示三次方程
ｘ３－３３６ｘ２＋４１８４ｘ＋２４８８３２０＝０．
有的学者在引用这个开方式时在“４１８４”后加了个
“元”字［４］，当然不妥．
《益古演段》第６问［１３］中，
２４０５７
０
－［ ］８２５ 表示二次方程
－８．２５ｘ２＋２４０５７＝０．
但是，《测圆海镜》中也有个别题目，在如积相消后
得出的开方式中仍标以“元”，如卷三第２问［７］“法”
之“草”中便有“相消得
　－１
－８０元［ ］７６８００ ，以平方开之”，其
中的筹式亦表示方程
－ｘ２－８０ｘ＋７６８００＝０．
即使清刻本没有讹误，这也是极少数情形，而在《益
６２１ 高 等 数 学 研 究 ２０１３年７月
古演段》及其之后，再没有这种表示，因此这不具有
一般性．还有一种可能性，就是清刻本误加“元”字，
在对天元式和开方式的表示方式认识不明确的情况
下，这种讹误极易发生．正如２０世纪许多作者在引
用李冶、朱世杰的开方式时常在未知数的一次项旁
加原书中没有的“元”字一样．无论如何，作为成熟
的天元术而言，“如积相消”得出的开方式是不出现
“元”字的，与天元式是有根本区别的．有人说“李冶
的天元式，既可表示方程，又可表示多项式．从形式
看，两者并无区别”［８］，当然是不妥当的．
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